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ΑΝ∆ΡΕΑΣ ΤΟΛΙΑΣ — ΚΥΡΙΑΚΟΣ Γ. ΜΑΥΡΙ∆ΗΣ

1. (10%) Ας είναι A ένα µη κενό και κάτω ϕραγµένο υποσύνολο του R. ∆είξτε ότι υπάρχει ακολουθία
(an)n∈N στοιχείων του A τέτοια ώστε lim an = inf A.

2. (10%) Ας είναι f : R → R µια αύξουσα και άνω ϕραγµένη συνάρτηση. ∆είξτε ότι υπάρχει το
limx→+∞ f(x) και ότι είναι πραγµατικός αριθµός.

3. (10%) Ας είναι f : R→ R, µε f(x) > 0, για κάθε x > 0. ∆είξτε ότι

lim
x→0+

f(x) = 0 αν και µόνον αν lim
x→0+

1

f(x)
= +∞.

4. (15%) Ας είναι (an)n∈N µια ακολουθία µε

an ≥ 0, για κάθε n ∈ N, και lim an = x ∈ R.

(i) ∆είξτε ότι x ≥ 0.

(ii) Με χρήση του ορισµού, δείξτε ότι lim
√
an =

√
x. ∆ιακρίνετε τις περιπτώσεις x = 0 και x > 0.

5. (15%) Θεωρούµε την ακολουθία (an)n∈N µε a1 = −1 και an+1 = −2
√
−3an, n ∈ N. ∆είξτε ότι το lim an

υπάρχει και υπολογίστε το.

6. (15%) Ας είναι f1, f2 : R→ R δυο συνεχείς συναρτήσεις και g : R→ R µε τύπο

g(x) =

{
f1(x), x ∈ Q,
f2(x), x ∈ R\Q.

(i) Χρησιµοποιώντας τον (ε− δ) ορισµό της συνέχειας, δείξτε ότι για κάθε x0 ∈ R µε f1(x0) = f2(x0),
ισχύει ότι η g είναι συνεχής στο x0.

(ii) Χρησιµοποιώντας τον ακολουθιακό ορισµό (χαρακτηρισµό) της συνέχειας, δείξτε ότι για κάθε
x0 ∈ R µε f1(x0) 6= f2(x0), ισχύει ότι η g δεν είναι συνεχής στο x0.

7. (15%) Θεωρούµε τη συνάρτηση f : A→ R µε τύπο

f(x) =
log(x)

x2
, x ∈ A.

Προσδιορίστε το ευρύτερο δυνατό σύνολο A και µελετήστε την f ως προς τη µονοτονία, τα ακρότατα,
την κυρτότητα, τα σηµεία καµπής και τις ασύµπτωτες. Επίσης σχεδιάστε, κατά προσέγγιση, τη
γραφική της παράσταση.

8. (10%) Θεωρούµε τη συνάρτηση f : [α, γ]→ R µε τις ιδιότητες

(i) η f είναι δυο ϕορές παραγωγίσιµη.

(ii) υπάρχει β ∈ (α, γ) τέτοιο ώστε

(f(γ)− f(β)) · (β − α) = (f(β)− f(α)) · (γ − β).

∆είξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, γ) τέτοιο ώστε f ′′(ξ) = 0.


